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El Lema de Stein

Caracterizacién de la distribucién N (0, 02):

E[Zf(Z)] = c*Ef(Z) siysélosi Z~N(0,02).



Caracterizacién de la distribucién N(0, 0?):
E[Zf(Z)] = d*Ef(Z) siysélosi Z~N(0,0?).

Tomamos la diferencia y la usamos en el lado izquierdo de
una ecuacién diferencial, junto a una funcién de prueba h
en el lado derecho,

o’ f'(y) —yf(y) = hy/o) — ER(Z).



Caracterizacién de la distribucién N(0, 0?):
E[Zf(Z)] = d*Ef(Z) siysélosi Z~N(0,0?).

Tomamos la diferencia y la usamos en el lado izquierda de
una ecuacién diferencial, junto a una funcién de prueba h
en el lado derecho,

o’ f'(y) —yf(y) = hy/o) — ER(Z).

Para una Y dada, muestre que Eh(Y /o) es préxima a
Eh(Z), mostrando que la esperanza del lado izquierdo es
pequeia, y que por lo tanto Y es aproximadamente normal.



Una coleccién de maneras de demostrar que
Blo*f'(Y) =Y f(Y)]
es pequena. Una lista, muy incompleta:

1. Pares Intercambiables

2. Apareamientos de sesgo de tamafio, [si X ~ dF(x)
tenemos X*® ~ xdF(z)/EX]

3. Apareamientos de sesgo cero.



Para toda Y con media cero y varianza o2, existe una, y
sélo una, distribucién £(Y™*) tal que

E[Yf(Y)]=o*Ef'(Y")

para toda f suave (Goldstein y Reinert, 1997). La
distribucién de Y* es conocida como la distribucién
Y -sesgo cero.

El Lema de Stein se convierte en: La transformacidn de
distribuciones Y — Y* tiene a la NV(0,02) como su tnico
punto fijo.



Principio: Si L(Y) y L(Y™) estdn cerca, L(Y) estd cerca
del punto fijo de la transformacién, y, por lo tanto, cerca
del dnico punto fijo, la Normal.

En la distancia L' (Wasserstein, Dudley, o Kantarovich),
Var(Y') = 1, este principio se manifiesta en

1£(Y) = L(Z)[| < 2/[£(Y7) = LY.

A veces podemos calcular el lado derecho, y mostrar que es
pequeio, usando apareamiento.



Sustituyendo Y y tomando la esperanza en la ecuacién de
Stein

h(y/o) — EM(Z) = o f'(y) — yf(y)
da

EhY/o) = Eh(Z) = Elo*f'(Y)=Yf(Y)]
= BIf'(Y) - f(Y")].

Entonces, que Y esté cerca de Y* implica que Y esta cerca
de la Normal. Ahora podemos usar cotas en la ecuacién de
Stein, como || f”||eo < 2||W||co, para hacer este agrumento
preciso.
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Sea Y no negativa con media finita, EY = u. Recordemos
que Y tiene la distribucién Y-sesgo de tamafio si

dF*(y) = ydF(y)/n o EYf(Y)]=pEf(Y?)

para toda f suave. Sesgo de tamafo es responsable de la
paradoja de tiempos de esperanza, y de ciertos tipos de
errores en muestras.

Para obtener la transformacién de sesgo cero (a partir de la
transformacién de sesgo de tamafio) reemplazamos la
media por la varianza, y f por f.



de Tamano

Para dar sesgo cero (de tamafio) a una suma

de variables independientes con media cero (no negativas),
escoja una en proporcién con su propia varianza (media) y
reempldcela con su versién con sesgo.

Esto da la intuicién a una pregunta basica: Clando es una
suma Y préxima a la Normal?



Si Y es una suma de variables comparables, independientes,
y con media cero, Y* difiere de Y en sdlo un ‘tipico’
sumando.

Entonces, cuando hay muchas variables, Y* esta cerca de
Y, por lo que Y es casi el punto fijo de la tranformacién de
sesgo cero, y por lo tanto préxima de la Normal.



Sumas de Variables Independientes e
Idénticamente Distribuidas

Cuando Y =7~ Y23 X; con X, X1,...,X,, i.i.d. G con
media cero, varianza 1, P(I =) =1/n,

Y*—Y =n"Y3X; - X))
Entonces, por la cota anterior

2 *
IF il < —ic" ~ Gl

Se puede mostrar que la funcién de distribuciéon G* de X*
es dada explicitamente por

G*(z) = E[X(X — 2)1(X < 2)].



Constantes de Berry Esseen, Dependiendo de
la Distribucion

Bernoulli* es Uniforme, y

E|X,?

[|F'—®|| < ¢ donde ¢ = 1.

Para L{[—\/g, \/5], tenemos

3 1
G*(m):—\/gx —i—@—i—— cuando = € [—V/3,V3],
36 4 2
nos da
V3 E|X1|3
[|F — <I>||_4\/_ N donde ¢ =1/3
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El Reticulado Diamante: Tres Etapas

Propiedades (como conductancia) de un material a nivel 2
dependen de las propiedades a nivel 1, ...

Xy =F(Xy), X, =F(Xo)...



Xpi1=F(X,) donde X, = (X,1,..., Xnx)"

con X, ; independientes, cada una con distribucién X,,.

Condiciones en F', dadas por Li y Rogers, y Wehr, implican
la ley débil (que aqui asumimos)

X, —p G,
y las dadas por Woo y Wehr implican

X, - EX,

VVar(X,,)

W, —a N(0,1), para W, =



El TCL Clasico, Interpretado como un
Modelo Jerarquico

Tomando F' para darnos la media

F(z1,22) = ¥
da en distribucién
Xoq1 4+ Xopon
X, = 0,1 -+ Xoz2 _

2TL

En la etapa n hay N = 2™ variables, por lo que
esperariamos una cota a la Normal Z de la forma

W = Z|] < Cy" donde 4" =N~/ = (1/v2)".



Decimos que F' es una funcién (estrictamente) promedio
cuando

1. min; z; < F(x) < max; x;, y estrictamente cuando
min; r; < max; x;.

2. F(x) < F(y) cada vez que z; < y;, y estrictamente
cuando x; < y; para alguna j.

Decimos F' es una funcién (estrictamente) promedio

normalizada, si F'(x)/F (1) es (estrictamente) promedio,
donde 1, = (1,...,1).



O

Reglas para combinar conductividades (= 1/(resistencias))
en paralelo y en serie

Li(z1,22) = o1 + @2, L_y1(z1,22) = (27! +23") 7"

dan la funcién da conductividad ponderada (con pesos
w; > 0) para el reticulado diamante

1 1 \! 1 1 \!
F =
() <w1x1 + w2x2> + (’U}33’J3 + w4x4) ’

una funcién estrictamente promedio normalizada.




Escribimos X,, 11 = F(X,,) como una recursién lineal con
(‘pequefia’) perturbacién R,

Xn+1:an'Xn+Rn7 n > 0,

donde ¢, = EX,,, a,, = F'(c,), € = (Cpy- .-, cn)" € RF,
y F’ es el gradiente de F.

Asumiendo que el gradiente e = F’(c) en el limite ¢ no es
una multiplo escalar de un vector de la base canénica (por
ejemplo (1,0,...)), evita casos triviales como

F(x1,22) = 21 e implica que A = ||a|| < 1 cuando F es
promedio.



Dado a € R* con \ = ||a|| # 0, sea
"L

Y = —W;,
23

donde W; son variables independientes con media cero,
varianza uno, distribuidas como W. Entonces

Y =Y*[| < @l[W =W,

y o= ]ail?/(3;a2)3/? < 1siysélosi a noes un
multiplo escalar de un vector de la base canédnica.



Normalizando X, 11 = o, - X,, para dar W, 41, con
An = |lan]|, EX,, = ¢, y 02 = Var(X,,), tenemos

X, —cn

On

Wipy1 = con W, =

HM»

Iterando la contraccién da

n—1

W, — Z|| < 2[|W,, — W] <2 (H w) Wo — Wil
=0



Sea X1 = a, - X, + R,, donde X,, es un vector de
variables i.i.d. con la misma distribucién que X,
EX, =c,, Var(X,)) =02, y \, = ||a,|| # 0. Fije

Yoo 3" Omp, donde W, — XnCn
n—z )\n n,i onae n—T
i=1

y, midiendo la discrepancia respecto de linealidad,
=F Yol + L E|w? Y3;
BTL* |Wn+17 ﬂ‘+§ ‘Wn—&-l* n"

ademas, sea

$n = Z ‘an,i|3/(z ai’i)fi/?_



Teorema 1: Para X,,11 = o, - X, + R, si existe
(8,¢) € (0,1) tal que

. B . B
limsup — < oo y limsupep, = ¢,
n—oo ﬁn n— oo

entonces, tomando v = [ cuando ¢ < 3, o tomando
v € (¢,1) cuando 8 < ¢, existe C tal que

W = Z]] < C™.



Teorema 1: Para X,,11 = o, - X, + R, si existe
(8,¢) € (0,1) tal que

. B . _
limsup— < oo y limsupy, =@,
n—oo ﬁn n—oo

entonces, tomando v = [ cuando ¢ < 3, o tomando
v € (¢, 1) cuando 8 < o, existe C tal que

W = Z]] < C™.

Ahora aplique Teorema 1 a secuencias generadas por
funciones promedio F.



Teorema 2 Sea X una variable aleatoria, non constante,
con P(Xy € [a,b]) =1y X, 41 = F(X,,) donde

F : [a,b]* — [a,b], en dos veces continuamente
diferenciable. Suponga que F' es promedio y que X,, —, c,
con & = F’(c) no un miltiplo escalar de un vector de la
base canénica. Entonces, con Z una variable A(0, 1), para
todo v € (p, 1) existe C tal que

k 13
[[W, — Z]| < Cy™ donde @:M’
(Zi:1 |0‘i|2)3/2

es un nlmero positivo, estrictamente menor que 1. El valor
¢ alcanza su minimo de 1/v/k si y sélo si los componentes
de a son iguales.



Y

Defina la ‘red con pesos iguales en cada lado’ como la red
con w = (w,w,2 —w,2 —w)T" con w € (1,2); tales pesos
son positivos, y satisfacen F'(w) = 1.

Cuando w = 1 todos los pesos son iguales, y tenemos
a = 47114, por lo tanto ¢ logra su valor minimo

1/2 = 1/Vk, a la velocidad (de convergencia) N—1/2+¢
(,yn — N—9 — 4—n0)'

Para 1 < w < 2 tenemos 1/2 < ¢ < 1/\/5 y cuando w T 2
la red con pesos iguales en cada lado alcanza su rango de
convergencia menos favorable, N—1/4+¢,



Con sdlo la restriccién de que los pesos sean positivos y
satisfagan F'(w) = 1 considere, para ¢t > 0,

w=(1+1/t,s,t,1/t)7 donde
s=[1-Q/t+t)" ) =@ +1/t)7"
Cuando t = 1 tenemos s = 1y ¢ = 111/2/27.

Cuando t — o0, « tiende al vector (1,0,0,0), por lo que
p — 1.

Como 11\/5/27 < 1/\/5 ~ asume todos los valores en
(1/2,1), correspondiendo a N =% para todo 6 € (0,1/2).
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Dada una matriz real A, de n x n, obtenga cotas a la
aproximaciéon Normal para

Y= Z a5 7 (4)
i=1

donde 7 es una permutacién aleatoria en S,,, el grupo
simétrico.

(Hoeffding, Chen y Ho, Bolthausen, von Bahr)



1. Muestreo aleatorio simple es un caso especial del caso
especial donde a;; = ¢;d;.

2. Medida de uniformidad de 7, tomando a;; = |i — j|
da a; r(y = |i —7(i)|. Y =0 cuando 7 = id; ;Qué
tan lejos estd Y de cero cuando 7 es uniforme?

3. Distribucién de la estadistica del test de permutacién,
por ejemplo, para determinar la concordancia entre
X, e Y;, tome a;; = |X; — Y| para determinar que
tal bien ). | X; — Y;| se ajusta a la distribucién de

Z | Xi — Yel



Un par de variables intercambiables (Y, Y”) que satisface

EY'|Y)=(1-X\)Y, Xe(0,1).

Podemos aplicar el método para un Y dado si podemos
construir (Y,Y”") que sea un par intercambiable de Stein.



Sesgo Cero a partir de un Par Intercambiable

Sea (Y',Y") un par de Stein con distribucién conjunta
F(y',y") y Var(Y') = 0%. Sea

T i’
dFT(yt, yt) = (yz)\—g)dF(y yh),

U0, 1] independiente. Entonces, cuando

Y*=UY"+(1-U)Y?

tiene distribucién Y-sesgo cero.



Dada 7/ ~ U(S,,), sea 77 la transposicién de I 'y J,
escogidas distintas y uniformemente, y sea

1 !
T =TT,

Entonces, con Y construida usando 7", (Y',Y") es un
)

par de Stein que satisface

BE(Y'|Y')=(1— il)y/.

Ademas,

Y'Y ' =ar )+ asmny — (@rm) + @)



Sesgo del Cuadrado de la Diferencia y
Apareamientos

Con 7 dada, para construir 7f, 7t en el mismo espacio,
considere I, Jt, K, LT con distribucién

(air + aji) — (aq + ajk)]2
4n2(n —1)o? '

p(i,5,k, 1) =

Ahora (con 7 = 7’) defina

TTr—1(Kt),Jt si LT = n(I), KT # n(J")
al = TTr-1(L1), It si Lt £ 7(IT), KT = 7 (J7)
TTr—1(K1),11 Tx—1(L1),s1 de lo contrario,

y mt =mi7 i Tenemos Y* =UYT + (1 -U)Y*H



Teorema 3 Definiendo

n n n
: Z : :
= - Q5 A, = — E ai; a,, = n2 g
n n
i=1 j=1 =1

n
as = Z |aij — ai. — aj +a. |,

ij=1

con 02 = Var(Y"), obtenemos

as 56 8
F-9||l<—"—(1 .
] |_(n—1)03<6+n—1+(n—1)2)
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Estudiamos proyecciones de medidas sobre cuerpos
convexos en R™ para un ejemplo especifico.



Sy = {x: Z |z P =1}, B() ={x: Z 2P < 1)

Con p™ la medida Lebesgue en R, para A C S({}}) y
0,1]A={ta:ac A,0<t <1}

sea



Casos especiales

1. p =1: La Distribucién Uniforme sobre el simplex
n
> la| =1
i=1

2. p = 2: La Distribucién Uniforme sobre la esfera

n

2 _
g xz; = 1.
i=1



Para X ~ C};, para algin p > 0y 6 € R" un vector
unitario, considere la proyeccién

Y =6 X.
Cuando @ = n~1/2(1,1,...,1), tenemos
Y =n"12%" X,

Diaconis y Freedman: para p = 2 consideraron cotas de
variacion total.

Meckes y Meckes: para vectores aleatorios con simetrias
generales, consideraron cotas en las distancias supremo y de
variacién total.



Construccién de Sesgo Cero para Vectores
con Componentes Simétricas

(Yi,...,Yn) =d (61Y1,...,6nYn), Ve; € {—1,1}.

Como Y; =4 —Yi y (Y3,Y;) =a (Yi, —Y}) cuando i # j,
cuando existen momentos de segundo order tenemos

EY;=0 y Cov(V;Y;)=0.

Con o? = Var(Y;), la construccién depende de las
distribuciones sesgo cuadrado en la direccién 1,

2
EYZf(Y) = 0?Ef(Y') o dF'(y)=25dF(y).

3



SeaY =" | Y;, I un indice aleatorio independiente con
distribucién P(I = i) < 0 y U ~ U[—1,1] independiente
de las otras variables. Entonces

* I I
Y =UY/+> Y]
i#1

Bajo simetria, generaliza la construccién de ‘reemplace una’
para variables independientes, dada antes.

Para apareamientos bajo dependencia, escoja ¢ de acuerdo
con I, genere y;, luego ‘ajuste’ Y}, j # ¢ de acuerdo a la
distribucién condicional dada Y; = ;.



Si {Gj,€;,j =1,...,n} son variables independientes con
Gj ~ F(l/p, 1), Gl,n = Z:‘L:I G; y €5 € {*1, 1}
equiprobables, tenemos

X = <61(G1 )1/11...,6”(7(;" )1/1’) ~cr.

1,n 1,m

En particular, esta representacion confirma que la medida
cénica es simétrica con respecto a sus componentes.



Con G, ~T(2/p,1) independiente,

. 1\ 1/p
Xii =€ M
Gin+ G

tiene la distribucién de sesgo cuadrado de X, y el vector
(renormalizado) X* con componentes

1-|xiP\ /P o,
Xi= (k‘lXlep) X g7

tiene la distribucién X con sesgo cuadrado en la direccién .



Ahora tenemos X' para todo i = 1,...,n. Recuerde que

Y:9~X:Z&X¢:2Yi.
=1 =1
Hecho: El vector
Y= (6:Xi,...,0,X))

tiene la distribucién de Y, con sesgo cuadro en la direccién
i. Ahora defina P(I = i) xo0? = 6%y

Y =UY{ +> Y]
J#1



Cota L! para la aproximacién Normal de
(proyecciones de) la Medida Cénica

Theorem 4 Sea X una variable aleatoria con la medida
cdnica Cy en la esfera S(¢})) para algin p > 0, y sea

Y = i 0:X;
i=1

la proyeccion en una dimensién de X a lo largo de la
direccién 6 € R"™ con ||@|| = 1. Entonces, con
on, = Var(Xy) y mn, = E|X]|,

m - 1 4
F-—9|| <3 =L 6|3 -V1)—-.
-l (F22) Siar+ (5 v1)

i=1



Casos Especiales

IF = 2| < —ZI9 >+

IIF - < —=

+2

ZI0|3+—



Sumas Independientes
— Reemplace Uno
Estructuras Jerarquicas
— Contraccién Iterada Aproximada
Teorema Central del Limite Combinatorio
— Pares Intercambiables
Medida Cénica Sobre la Esfera

— Sesgo Cuadrado bajo Simetria



