Charlas Sobre el Método de Stein
Larry Goldstein, USC

El método de Stein es una manera de probar cotas para aproximaciones por distribu-
ciones, como el Teorema del limite central. Ademads, podemos aplicar algunas técnicas
desarrollado el método para mostrar concentracion de medida de variables aleatorias.

Estas charlas estan organizadas asi:

1. Introduciion, las ideas bsicas, y la distribuciéon Gaussiana

2. La distribucién Poisson, y aplicaciones.

3. Desigualdades de concentracién de medida

4. Otras distribuciones

Antes de empezar, quiero decir que hay mucho mas de lo que voy a presentar. Ademas,
no hay tal cosa como ‘el’ método de Stein, seria mejor decir ‘los métodos de Stein’ porque
toma muchas formas. A primera vista, tal vez pareciera que ‘el método’ solo consiste
en una bolsa de trucos vagamente interrelacionados. Hay mucho de cierto en este pen-
samiento, y yo también no se si es un método, pero sin embargo espero de convencerlos

que se trata de una idea muy ttil. Las referencias generales son [10], [21] y [0], y ademds
los articulos originales de Stein, [22] y [23].

1 Introduccion, el Caso Gaussiana, y Las Ideas Ba-
sicas

Empezamos con la Teorema de limite central. El &mbito para el teorema del limite central

es el siguiente. Dadas variables aleatorias X7, ..., X, independientes y con la mismas
distibuciones, con media cero y varianza uno,
Xi+--+ X,
—a N(0,1),

NG
donde la distribucién Z ~ N (0, 1) tiene la densidad

1
V2T

y decimos Y ~ AN (u, %) cuando la distribucién de Y es igual a 0Z + p.

P(z) = exp(—z°/2),

Clasicamente, el TLC es probado usando funciones caracteristicas, con la forma ¢(t) =
Ee"™X], poniendonos en la tierra de los niimeros imaginarios, y consiguientemente, perdi-
endo parte de nuestra intuicion.

El método de Stein nos ofrece una alternativa, usando en lugar de ¢(t), una ecuacién
que caracteriza la distribucion. En esta caso, lo que se necesita es provisto por el Lema
de Stein, que dice

X ~N(0,0%) siysolosi E[Xf(X)]=co*E[f(X)]
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para todas las f’s tal que éstas expresiones existan.

A primera vista, esta identidad parece inocente y tal vez muy poquito interesante,
quizas solo una curiosidad. La idea enorme, es usarla como el lado derecho en una
ecuacion diferencial. Pero primero, explico la forma de algunas métricas, o distancias.

Sea H una coleccién de funcidones R — R, dadas X y Y variables aleatorias, podemos
formar

dn(X,Y) = sup [Ef(X) = Ef(Y)].

Muchas distancias bien conocidas son de esta forma. Per ejemplo, eligiendo
H=A{h:h(z)=1x <a),a € R}

produce la distancia ‘de Kolmogorov’ o la distancia L*>°, que tambien podemos escribir
como

doo (X, Y) =sup |P(X <a) — P(Y <a)|.

aeR

O podemos elegir la clase
H = Lip, donde Lip, = {h: [h(z) = h(y)| < |z —yl},

que resulta en la distancia ‘Wasserstein’ o L', que también satisface

dl(X,Y)z/ P(X <)— P(Y <O)ldt v dy(X,Y)=inf E[X — Y]

—00

donde el infimo es sobre todos acoplamientos (X,Y’) con las distribuciones marginales
dadas.

La elecciéon de las funciones f medibles
H={h:R—[0,1]}
da la distancia de variacién total

dry(X,Y) =sup|P(X € A) — P(Y € A)|.
AeB

No es que todas las distancias se pueden escribir en esta manera, un ejemplo contrario es
la distancia di Lévy-Prohorov, en el espacio (2, F),

dip(P,Q) =inf{e > 0: P(A) < Q(A) +¢,Q(A) < P(A) +¢,VA e F}

Hasta ahora, nadie sabe como hacer que el metédo funcione para estas distancias.

De todos modos, sea que queremos calcular uno de estas tipos de distancas entre la
distribucién de X y la gaussiana Z ~ A (0,1). La forma de la distancia da el lado derecho
de

f'(w) —xf(z) = h(z) — Eh(Z)
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y el lado izquierda viene de la lema de Stein. Era un idea profundo arreglar estas dos
cosas asl.

Entonces, podemos sustituir la variable aleatoria X por x, y toma la media, obteniendo
lo que necesitamos en el lado derecho, E[h(X)] — Eh(Z), per uso en la forma de una
distancia.

A primera vista, parece que hacemos el problema mas dificil, porque ahora tenemos
resolver una ecuacion diferencial, y ademas, como voy a mostrarles en un momento,
tenemos ademas encontrar cotas sobre la solucién de esta ecuacion, y sus derivadas. Pero,
en esta punto, solo observamos que hay solo una variable, X, en la ecuacién, en contraste
con la forma de las distancias, que tienen X y Z.

Para mostrarles un ejemplo que demuestra la utilidad escribiendo las formulas asi, voy
a introducir una operacién sobre distribuciones que se llama la ‘sesgo cero’ transformacion.

Ahora, presento una idea similar, basado su el lema de Stein. Sabemos ahora que se
EXf(X)] = E[f(X)] para cada f tal que estas expresiones existen

si y solo si X ~ N(0,1). Entonces, se X no es normal, no satisface esta identidad. Pero,
tal vez satisface una identidad similar; vean [17].

Teorema 1.1. Sea X wuna variable aleatoria con media cero y varianza o € (0,00).
Entonces, erista una distribucion unica por una variable, X*, que satisface

E[Xf(X)] = *E[f(X*)] para cada f tal que estas expresiones existen.

Se llama la transformaciéon de sesgo cero que envia X — X*. Podemos ahora re
interpretare la lema de Stein come: La distribicion normal es la tnico punto fijo de la
tranformacion de sesgo cero.

Para ver un ejemplo, sea Y € {—1, 1} uniformemente. Entonces

N | —

BIY F(V)] = 560 = (1)) = 5 [ Fu)du= BLF@)] donde U ~Uf-1.-1]

mostrando Y* ~ U[—1,1].

Sorprendentemente, la regla para formar X* de la suma

j=1

de variables independiente con media cero es casi igual de la regla que vimos con sesgo
de tamano. Pero aqui, reemplaza una variable elegido con probabilidad proporcional a su
varianza,

2
D Y

con X/ independiente de X, j # i, y forma

X =Y X;+ X,
i1



que tiene la distribucién de X-sesgo cero. Ves que aqui tenemos X y X* en el mismo
espacio.

Consideramos otra vez las distancias, y toma la class de funciones igual a la clase
Lip,, que resulta de la distancia L' o Wasserstein. M4s, imaginamos que tenemos W y
W* sobre la misma espacio, quiero decir, un acoplamiento, (W, W*). Entra la ecuacién
de Stein. Dado h € Lip,, hay una soluciéon f.

Sea la varianza de W es igual a 1. Entonces, usando el teorema de los valores inter-
medios

|E[WW) = ER(Z)]| = [E[f'(W) = W FW)] = [ELf'(W) = f/(W)]] < S EW" = W],

Podemos mostrar, solo usando calcolo basico, que || f”|| < 2 siempre, cuando h € Lip,,
ejercicio, la tnica solucién f acotada de

f(w) —wf(w) =h(w) — Eh(Z) donde Z ~ N(0,1)
satisface || f”|| < 2, donde ||¢||s = sup,eg |g(x)|. Por lo tanto, para cada h € Lip,,

\B[R(W) — ER(Z)]| < 2E|W* = W| o sup |E[L(W)— EW(Z)]| < 2E|W* — W]|.

heLip,

Pero, el lado izquierdo es exactamente la definicién de la distancia Wasserstein, y por eso
(W, Z) <2E|W* = W|.

Pero, esta desigualdad es verdad para todas las manieras en que podemos construir W*
y W en el mismo espacio, o, en otras palabras, para todo las distribuciones conjuntos che
tiene las marginales como dadas. Por eso, podemos tomar el infimo sobre el lado derecho,
y usando la tercera caracterizacién de la distancia Wasserstin, hemos logrado el teorema
[14] que dice

A (W, Z) < 2dy (W, W™). (1)

Con estas herramientas, ahora podemos escribir una prova sencilla y facil de la TLC,
con una cota sobre el error, para la suma W, rescalado por o,

1 n
g “
=1
de variables independientes, con media cero, y varianzas o%,...,02, con

2 2 2
c-=0y+---+0,.

Podemos construir una variable X*, con la distribucion X-sesgo de cero, y reemplazar
una variable en la suma, escogida en proporcién de su varianza, con una otra variable,
independiente de las otras, con una variable teniendo la distribucién de sesgo de cero de
la variable que estamos reemplazando, o sea

W* =W — X;/o + X /0.
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Bajo independencia, basta reemplazar solo una. Es facil verificar que (aX)* = aX* por
cada a # 0. Ahora podemos tomar el medio sobre el indice I, y obtener

E[W* —W| = —E|X] - X;| = ;ZP(I = )E|X! — X;| = ;ZFEDQ — X
=1

i=1
Un poquito descuidadamente, podemos usar la desigualdad triangular, y obtener
E|XT - Xi| < E|X7| + E|Xi]. (2)

Para encontrar una cota sobre el primer término, nos acordamos la definicion de la dis-
tribucion sesgo de tamano, para una X con media cero

E[Xf(X)] = o*E[f'(X")]

y sustituir f(z) = 2?/21(x > 0) — 2?/21(x < 0), dandonos f'(z) = |x|, y entonces

1 . . 1 . 1
§EHX3H =0’E[X"]] o, que E[X"] ZQEHX?’H y E[XT]] < @E[!X!‘”’]

Ademds, a causa que E|X/c|*> = 1, usando la inegualidad de Lyapunov,

E|X/o| < \VE[X?/0? =1 < (B|X[’/o)'* < BIX[}/o®,
y, desenredando,

E|X| < E|X|?/o?
Desde (|2)), ahora,

3
BIX{ - X;| < §E’Xi|3/012

. 1 — 012 . 3 3
EW* =W|=—3% —“SBIX] - Xi| < 5 > EIX;.
i=1

=1

Vemos ahora el teorema de Berry Esseen, en la distancia Wasserstein, usando el teorema

il

) 3
di (W, Z) < 2dy(W*, W) < ;ZE|X,~|3
=1

Cuando las variables X7, ..., X,, tienen la misma distribucién, sea 72 = Var(X;), tenemos

o2 =nr?y

3E|X?
N

Esta forma del teorema es probablemente mas reconocible, si lo han visto antes.

n3/273

3 3
h(W,2) < — Y EIXf = - —nE|X[* =
1=1



Pero el poder del método es més evidente en ejemplos que contienen dependencia.
Por ejemplo, sea A = (a;;) es una matriz, aleatoria o no, y 7 una permutacién, decimos
elegido uniformemente sobre toda las n! permutaciénes, y formamos

- W, — E[W,]
W - Qim(i —_— —> Z
; o Var(W,)

En estadistica, esta forma ocurre en algunas aplicaciones. Por ejemplo, en estadistica no
paramétrica, decimos que tenemos las parejas (X1,Y7),...,(X,,Y,). Tal vez pensamos
que X y Y son relacionados, por ejemplo, la altura de un padre y su hijo. Si son relaciona-
dos, X; y Y; son vecino, y a;; donde a; ; = |X; — Y|, es ‘pequena’. Para hacer una prueba
de permutacion, y ver si es la verdad que los valores a;; son pequenas, comparamos la
suma

n
T = E (27%)
i=1

a el valor de W, en que la altura de un padre es comparado a un hijo de otro padre, un
hijo elegido uniformemente. En esta caso, también podemos formar un acoplamiento de
sesgo cero, a demonstrar una cota similar a la cota por las variables independientes, vean
[10].

2 El Caso de Poisson, y Applicaciones

Recordamos que la distribucién Poisson con media A > 0, escrito como P(\) esta definida
por

X

P(Z=k)=e ik

k=0,1,...
Podemos obtener la Poisson como un limite de Binomial Bin(n, p), que es la distribucién
de la suma

X=X1+...+X,

donde cada X;,1 = 1,...,n tiene la distribucién P(X; = 1) =1 — P(X; = 0) = p, una
variable ‘Bernoulli’. La variable X cuenta el numero de caras en n lanzamientos de una
moneda. Y es facile mostrar que

Bin(n, \/n) — P(N),

a veces esta distribucién esta llamada ‘la ley del numeros pequenos,’ o la ley de eventos
raros. Hoy, vamos a usar el método de Stein para calcular una cota sobre el error en
esta aproximacién. Sencillamente, la Poisson ocurre, tal vez aproximadamente, cuando el
numero de experimentos n es grande, pero la probabilidad de un éxito en cada experimento
es pequena.

Un ejemplo muy dramaético viene de la bombardeo de Londres durante la segunda
guerra mundial. Algunos de los ciudadanos pensaban que habia un orden en los lugares,



y encontrandolo fue una maniera para estar mas seguro, y vivo. Para examinar esta
hipotesis, la ciudad era dividido en 576 cuadros, cada uno cuarto kilometro por un cuatro
kilémetro. 229 de estés cuadros no fueron bombardeado, 211 fueron bombardeado ‘solo’
una vez, etc, aqui esta una tabla con los datos

0 229 227
1 211 211.39
2 93 98.54
3 35 30.62
4 7 7.14
o+ 1 1.57

Es facil a ver que la aproximacion es muy buena, y significa que los lugares del bombardeo
fueron al azar.

Para X > 0 no trivial, y con media p, introducimos la distriubucion sesgo de tamano
de X, escrito X®, o mejor, la transfomacion de sesgo de tamano X — X?, che define X*
por la caracterizacién

E[Xf(X)] = AE[f(X*)] donde \ = E[X].

Empezamos con el ejemplo, el mas sencillo, el caso quando X € {0, 1}, una variable
‘Bernoulli’. Decimos que P(X = 1) = p, con p € (0, 1) para no ser trivial. Entonces

EX[(X)] = pEX (X)X =1+ (1 = p) EXF(X)[X = 0]
=pf(l) = E[X]f(1) = E[X|E[f(X®)] por X® =1 con probabilidad 1.

Entonces, X* =1 en este caso.

Existe en general, pero, por ejemplo, se X tiene una densidad p(z), la densidad de X*
es xp(z) /1, y se X es discreto,

En efecto, X* escoge las valores de la variable X en proporcién a el tamano. Por un
ejemplo, se hay reservas de petréleo baja la tierra, en lugares en donde no podemos ver, y
exploramos sin idea donde las estan, encontraremos las mas grandes con alta probabilidad.
O, si marcamos un numero teléfono, aleatoriamente, habra dos veces mas probable que
contactamos una persona que tiene dos lineas telefénicas que una persona que tiene solo
una. La transformacion de sesgo de tamano envia X — X® mas precisamente, es una
transformacién entre distribuciones.

Ahora, sean variables aleatorias Xi, ..., X,, no negativo y con media en (0, 00), dec-
imos 1, ..., l,. Primero, suponemos que las variables son independientes, y sea W la
suma,

W:ixi

La pregunta es: como construir W*? Esta pregunta hay una respuesta sorprendente.
Elige una variable X;, con probabilidad proporcional a su media, p,;, asi

PU =) = s
=17
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con la indice I independiente de Xi,...,X,. Luego, reemplazar X; con X7, teniendo la
distribucién X con sesgo de tamano, independiente de X, j # I. Ahora, la sum

W =>"X;+ X}
i T
tiene la distribucion de X*®. Tenemos,
Wes=Ww — X; + Xj.
El caso Bin(n,p) es el caso especial quando X7, ..., X, son Bernolli, y obtenemos
Wés=W —-X;+1 o Bin(n,p)® =Bin(n —1,p) + 1.

Entonces, la distribuciéon sesgo de tamano de Bin(n, p) es cerca a la distributucién Bin(n, p)+
1, y entonces cerca de la Poisson. Tomando limites in n nos da que Z§ =4 Z) + 1 cuando
Zy ~P(N).

Como el Gaussiano, este argumento nos da un characterizacion del Poisson también,
similar, en términos de funciones, en particular, X ~ P()) si y solo si

E[Xf(X)] = AE[f(X +1)] paracada f tal que estas expresiones existen.

Y ademas el Poisson es la tnica distribucion con esta propriedad. Podemos declarar esta
hecho usando el lenguaje de transformaciones. Dada X, no trival y no negativo con media
1, la distribucién Poisson es la tinica punto fijo de la trasformacin

X = X°—-1.

Ahora, usamos el método de Stein para cuantificar esta observacién.b

Nos formamos la ecuaciéon de Stein para la Poisson usando la expresion encima como
il lado izquierdo,

AMf(w+1) —wf(w) = h(w) —Pyh  donde Pyh = h(Z)), Zy ~ Py

Supongamos que, dada una variable W € {0, 1,2,...}, podemos construir una otra vari-
able W* con la distribucién la distribuciéon W-sesgo de tamano. (Es siempre posible,
porque sencillamente podemos construir W# independiente de W, pero esta construcién
sera inttil.) De todos modos, vedendo el lado izquierdo de la ecuacién de Stein, tenemos

EXfW +1) = WfW)] = ENfW + D] = Af(W?)] = AE[f(W + 1) — f(W?)],
y definiendo
Af= sup |f(x+1)—f(z)] tenemos |f(b)— f(a)] <Af]|b—al

2€{0,1,...}
y entonces
|[ER(W) — Eh(Z)\)| = |EANf(W + 1) = W f(W)]| < AAFE|W +1 - W?|.
Con calculo, podemos probar que cuando f y h estan relacionado por la ecuacién de Stein,

1—e?

<
Af < 3

para toda h(z) =14,A C{0,1,2,...},



y por lo tanto
|ER(W) — EWZ))| < (1 —e M E|W +1—-W?|,

y tomando el supremo sobre el lado izquierdo danos la distancia variacion total, y el
teorema

dry (W, Z)) < (1 — e E|W — (W* —1)|.

Se da cuenta de que no hay restriciones sobre la forma de W, en particular, W puede ser
una suma de variables dependente.

Usando f(x) =z en
EW (W) = E[f(W")] da  E[W? = XE[W"].

En el caso especial cuando W* — 1 < W, podemos quitar el valore absoluto y obtener

E|W—(WS—1)\—E[W—(Ws—l)]—A—E[W‘S]+1—)\—%W2]+1
B E[W?] B (EW?] =X Var(W)

Recordamos que la Poisson Z) satisface Var(Z,) = E[Z,] y en este caso

En el caso clésico, la suma de Bernoullis independientes,

WS:ZXH-l y en particular WS—1:ZX¢ <W

oy i#l
y
Var(W) = Zpi(l —p;) and A= Zpi
i=1 =1
y

- Var(W) _ E[W] = Var(W) _ 30, —pi(l = pi) _ i i
EW] EW] E[W] A

Cuando p; = A/n, lasum arribaes > | p? = n(A\?/n?) = A?/n, y obtenemos convergencia
a la Poisson, con la cota (1 —e~*)\/n. Haciendolo directamente, deberfamos mostrar una
cota sobre

S (Z) PP =) = PN R S e
k=1

k>n+1

Podemos usar estas formulas ademas en situaciones con dependencia. Para esta
proposito, debemos considerar como podemos constuir un variable W* para una, por
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ejemplo, W = Xj +--- 4+ X,,, una suma de variables Bernoulli, dependiente. Empezamos
en la misma maniera, escogendo una variable en proporcién de su media, que es en este
caso, E[X;] = p;, la probabilidad que X; = 1. Como la ultima vez, reemplazar X; con
una variable con la distribucién X7, o en este caso, 1.

Despues ¢ esta escogido, para las otras variables, necesitamos constuirlas en la maniera
en que la distribucion conjunta satisface

P(X](-/L) :gjl,...,X(i) :Slj‘n) IP(Xl :x17"'7Xn:xn|Xi — 1)

n

Cuando las variables son independientes, no hay la necesidad cambiarlas, porque
p(Xl :l'l,...,Xn:l’n‘Xi:1>:P(X1:x1,...,Xn:$n>.

Un problema ‘moderno’ en que estas técnicas son ttiles es en el campo de biologia
molecular. Supongamos que tenemos dos secuencias de DNA, compuestas de las letras
A, T,G,C, de dos animales, decimos, un caballo e una vaca. La secuencia del caballo
tiene n letras A; ... A, y de la vaca m, con B ... B,,. Pero, ambos tiene una misma sub
secuencia de k letras. Para un bidlogo, tal vez la presencia de esta sub secuencia significa
que es importante, que es un cédigo para un gen. Pero, se la probabilidad para tener una
emparejamiento asi es ‘grande’, no significa nada. Podemos usar la aproximacion Poisson.
Define

n—k+1m—k+1

W= > X
i=1  j=1
donde
X’L] = 1(141/41-‘,-1 e Ai-‘rk—l = B]B]+1 e Bj+k_1)7

con 1(A) la funcién caracteristica de un evento A que toma el valor 1 cuando A es verdad,
y 0 si no. Tomando la esperanza,

A= E[W] == (n —k + 1)(m —k + ].)P(AzAH_l tee Ai—l—k—l == Bij+1 cee Bj+k—1)
=(n—k+1(m—k+1)47"

Y W es aproximadamente Z, ~ P()\), y la probabilidad que no hay una sub secuencia
comun de largo k es P(W = 0) &~ P(Zy = 0) = ¢ *. Podemos calcular un cota, vean [3],
[4], pero vemos ahora un ejemplo mas sencillo.

El problema de cumpleanos. Probablemente, todos saben el problema de cumpleanos,
cuantas personas necesitamos juntos para hacer una apuesta que hay dos che tienen
el mismo cumpleanos. Porque el evento que yo y te tenemos el mismo cumpleanos es
pequena, pero en un grupo hay muchas posibilidades que tendriamos un coincidencia, la
distribucion debe estar cerca a la Poisson. Con d = 365 dias en el ano, con n = 23, solo,
la probabilidad es mas que un mitad 1/2 que tenemos una coincidencia de cumpleanos,
bajo la suposicion que los fechas de cumpleanos son uniforme, y independiente.

Escriba, con n el numero de personas,

= > Xas,

{a,frc{l,..;n}, {a,5}=2
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donde X, g tiene valor 1 o 0 si la pareja «, 3 tiene, o no, la misma cumpleanos. Empezamos
con el célculo de la media A = E[W]. Hay n sobre 2, (g), parejas en la suma, y por cada
sumando hay la probabilidad 1/d que esta pareja tiene el mismo dia, y por lo tanto,

Con d =365 y n = 23, A = 0.6931507 > 0.69314 > log 2, y la probabilidad Poisson que
no hay una coincidencia es e = 0.4999982, bajo la mitad, correcto! En general, para
hacer A\ en orden como uno, necesitamos, aproximadamente

n?/(2d) =1 o n=+v2d es?27, cuando d = 365

Podemos usar el método de Stein para conseguir una cota, usando sesgo de tamano?
Escoge una pareja, en proporcén de la esperanza, pero todo tienen la misma esperanza,
entonces escoge una uniformemente, decimos «, 3. Si «, 8 tienen el mismo cumpleano, no
cambia nada. Sino, debemos construir las variables condicional sobre X, g = 1. Entonces,
solo escoge una de «, 3, decimos 3, y cambia su cumpleanos para ser el mismo dia como
«. Podemos verificar que esta produce variables con la correcta distribucién condicional.
Pero, dada que los cumpleanos son uniforme, son igual tambien cuando son igual, y todos
los otros dias no cambian, porque son independientes.

No hemos cambiado mucho en las variables, en particular, solo los cumpleanos en las
parejas que contiene S pueden cambiar. Por tanto, con X! ; la funcién caracteristica,
después de haber cambiado el cumpleanos de § para ser la misma dia de «, y notan que

! 5 = 1 por construccion, sustraendo 1 de la primera suma en la forma de X, ! 5, tenemos

Wi1=W=3 Xs-1-3 Xyp= 3 Xs-3 X

V#£B v#B ~v€{B,a} v#B

= ) (X 5= Xy5) — Xap,
v¢{c,B}

y por eso, la esperanza de su valore absoluta, es acotada por

E|Xop+ > X 5= Xysl| =E[Xapl+ > ELX,,# X,p)
v¢{B,a} v¢{B,a}

, 1 1, 1. _2n
= P(Xop=1)4+(n—=2)P(X] s # X, 5) = 7" 2(n — 2)3(1 - Zl) <

donde hemos usado que por v &€ {«, £}, tenemos X;”B = X, 8, ¥ DO €s0
P(X'/y,ﬁ # X%B) = P(X%a # X%B) = P(X%a =1, X%B = O) + P(X%B = 17X%a = O)
=2P(X,5=1,X,,=0)=2P(X,3=1)P(X,,=0)

porque X, 3 v X, o son independiente cuando los cumpleanios son uniforme. Por eso

drv(W, Zy) <2(1 — 64)%

Si n ~ v/d la cota decae en orden como 1/v/d.
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Para un otro ejemplo, consideramos una permutacién = de {1,...,n}, elegido uni-
formemente de todas las permutaciénes, y contamos el numero de puntos fijos,

W=> X; donde X;=1(n(i)=1).
i=1
Porque P(7(i) = i) = 1/n, tenemos A = n(1/n) = 1, en la media, hay solo uno punto fijo.
Para construir W#, escoge I, uniformemente de {1,...,n}. Si (/) = I, dejalo!

Si no, w(I) # I, tenemos w(I) = k por alguno k # I, y debe existe un j # I, que
satisface m(j) = 1,

1) n(2) ... I ... k ... w(n)
En este caso, intercambiamos [ y k arriba para formar 7',

7(I)=k,m(j) =1 cambiaa «'(I)=1,7(j)=k.

Podemos verificar que hemos logrado el distribucién correcta.

Esta maniobra solo puede incrementar el numero de puntos fijos, y todos las variables
m(m), para m no igual a I o j tienen las mismas valores. Para la charla préxima, recuerdan
que

W< W+ 2.

Para obtener una cota entre la distribucién de W y la Poisson, debemos acotar E|WW*—
1-W].

We—1-W=1x(D =D +1x"(G)=7j) —1—1x) =1) - 1(x(j) = j)
= 1(r'(j) = j) — Ur(I) = 1) — L(n(j) = j)
< Ur'(j) =) + Un(l) = 1) + 1(n(j) = j)
y
EW?® —1-W| §%+ni1.
Entonces,

n—1 n

dry(W, Z)) < (1 —eME|[W +1-W*| = (1 —e) ( ! + z) :

usando A = 1. Muy explicita, pero en este caso, el método no puede producir cotas mas
buenas, porque este problema es muy especial, la distancia a la Poisson es en realidad

muy pequna, exponencial. Pero, recordamos para la préxima charla que en esta ejemplo
We < W +2. Vean [9] and [6].
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3 Concentracion de Medida

El teorema central da nos una approximacion por la probabilidad que una variable toma
valores en, decimos, un intervalo, que es buena cuando el tamano de la muestra n es
grande. Y es siempre una cuestién de cuanto error la approximacion tiene, y si el tamano
de la muestra es suficiente grande. Las técnicas de la concentracion de medida da nos
una cota para la cola para una variable X con media y que es correcta por todos n en la
forma

P(X > p+x) <a(z)
con una funcién a explicita, y que decae rapidamente en z > 0. Ademas puede ser
desigualdades para la cota abajo, y entonces para P(|X — u| > x) también.

Un ejemplo bien conocido es la desigualad de Azuma-Hoeffding, sobre las funciones
de diferencias cotadas. Decimos que L : R” — R es un funcién de diferencias cotadas si
existen cq,...,c, tal que

|L(z1, ... 2. xn) — L(xy, ... 2k, . x,)| < ¢ paracadai=1,...,n.

('

Por ejemplo, si

L(zy,...,z,) = zn:xz
i=1

y las variables x; satisfacen |z;] < 1, la funcién L tiene la propriedad de diferencias
cotadas, con ¢; = 1. La teorema de Azuma-Hoeffding dice que si las variables aleatorias
Xi,..., X, son independientes, y X = L(Xy,...,X,), obtenemos

t2
P X —EX|>t) <2e -
(3 = 23120 <2650 (753
y vemos que la cota es en la forma de una variable Gaussiana.

Con esta desigualdad, podemos obtener una cota para la cola de L en el problema de

la més larga secuencia comin. Un ejemplo donde L, (X,Y) =4 por n = 10
10 1 011
10 1 011

i)

1 1 0
0 0 1
El teorema ergodico subaditivo dice que, si las variables son independientes L, obedece
la ley de ntimeros largos,

. n
lim — —,5 c,
n—oo M

pero il valore de ¢ no es conocido, demostrando que el problema es dificil. Pero, (ejercicio!)
L es una funcién de diferencias cotadas, y por eso, L(X,Y) es concentrada.

El teorema de Azuma-Hoeffding, y otras, necesitan independencia de las variables.
Pero, con algunas ideas de Stein, podemos obtener resultados que no la necesitan. Em-
pezamos con le ecuacion que caracteriza la distribucién de X® que tiene la distribucién
sesgo de tamano de X, una variable no-negativa, y con una media pu, finito,

EXf(X)] = pE[f(X?)].
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Recuerda que para nuestra usa del método de Stein necesita un acoplamiento (X, X*).
Decimos que uno acoplamiento es acota de un constante ¢ cuando existe un constante ¢
que

We<W+e. (3)

Esta teorema es debido a [2], y ademas vean [I1] para una generalizacién donde no
necesitan que la suposicién satisface con probabilidad uno.
Teorema 3.1. Sean (W, W?#) una acoplamiento de W y W#, donde W?* tiene la dis-
tribucion sesgo de tamano de W, satisface

W < W +4c por una constante ¢ > 0. (4)

Entonces, p = E[W] existe, y por todas x € R
PW > x4 p) <exp (—Hh (f)) ,
¢ \p
con h(z) = (1 + x)log(l + x) — x.

o (5 (3) = o0 ()

La segunda desigualdad es méas facil usar como la primera, pero esconde el hecho que
la cola decline como exp(—azlogz), porque muestra solo la velocidad como exp(—ax).
Ne es tan rapido come la gaussiana, que decade con la velocidad exp(—bz?), pero es la
velocidad de la cola de la Poisson.

También,

Por ejemplo, si tenemos la suma

de variables no-negativo, independientes, acotada de ¢, tenemos
We=W-X;+ X7 <W+ X7 <W+g,

porque el suporte de X es un subconjunto del suporte de X® recuerde pudF*(z) =
xdF (z)dz. Inmediatamente, podemos declarar que W es concentrado. No hay més condi-
ciones. Para el Poisson, X* =; X + 1, entonces es concentrada.

Para el numero de puntos fijos

n

W= Z 1(7 (i) =1).

i=1

en una permutacion elegido uniformemente, obtenemos W* < W + 2. Entonces W es
concentrado.
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Recordamos que para construir un acoplamiento, escoge I uniformemente, perche aqui
todas las variables en la suma tiene la misma esperanza, y sobre el evento I = i, encuentra
la variable k tal que 7(k) =i que y intercambiamos i y k abajo,

(i) = k,m(j) =14 cambiaa 7'(i)=1i,7(j)=k.
Creamos un punto fijo 7'(i) = 7, y posiblemente un otro a j. Inmediatamente, obtenemos
que

We< W42,

Notan que aqui las variables son dependientes.

Ahora, deja S una muestra de n elementos de {1, ..., N}, sin reemplaza, y {y1,...,yn}
nmeros positivos con N > n, y deja

N
W=> ylies).
i=1

Usando nuestra receta, elegimos una ¢ con probabilidad en proporcién a y;, reemplaza
y;1( € S) con y;, y modificar las otras variables para tener la distribucién condicional
correcta. En otras palabras, debemos poner y; en la muestra. Pero el tamano de la
muestra es limitado a n, entonces, si y; ya no esta en la muestra, debemos quitar una
variable que es, decimos y;, donde J es elegido uniformemente sobre todas las variables
que son elementos in S. Encontnces,
We=W -y, +yy <WH+y; <W-+c¢ donde c= max y;
i=1,....,n

La distribucion de W es cotada. h Aqui esta la prueba del teorema. Puedes mostrar que
la funcion generadora de momentos

M(t) = E[e""]

existe solo bajo condicién (3), y consecuentemente la media p = E[W] existe también.
Ahora, podemos tomar la derivada abajo la esperanza, y obtener que la derivada de M
satisface, para cada t > 0,

M'(t) = EWe™] = uB[e™"] < pB[e"W ] = peE[e™] = pe'M(t),
y hemos obtenido la desigualdad diferencial

M'(1)
M(1)

<pe o (logM(t)) <pe o o M(t) <exp (H(etc - 1)> :
c

usando la condicién de contorno que log M(0) = 0. Ahora, aplicando la desigualdad de
Markov, que dice que

P(X| 2t = |

|z[>¢

dF(z) < /|>t %dF(x) < /'f—'dF(x) = %

y todavia tomando ¢ > 0,

P(W >z 4 pu) = P(et"VV > elletm) Ty S OXp (—(etC —1) =tz + ,u)> : (5)
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Esta desigualdad es verdad para todo ¢t > 0, substituyendo

t =log(x/pu+1)/c

da nos la cota
T —(z+p)/c
P(W2x+u)§e’”/6(—+1> .
1

Para que la parte primera en , hace

e“—1=ua/u o H(etc—l):x/c y exp(ﬁ(em—l)>:e””/c
c c

y para la otra parte,
e\ tm/e
exp (—t(x + ) = exp (—log(x/pu + )z + ) c) = (; + 1) |

Para la suma arriba W, de variables independientes, acotada de ¢, hemos obtenido
que W¢ < W + ¢, y entonces la cola de W decade con al meno la misma velocidad de un
Poisson, exp(—tlogt),

Para un otro ejemplo, tomamos un grafo GG, con n vértices, y sobre cada vértice v € V
ponemos una variable U,, decimos, U0, 1], independiente. Decimos que el grafo G' es un
grafo de grado acotado cuando el numero de aristas de cada vértice es cotada, decimos
por d.

Declaramos un vértice v un maximo local cuando U, > U, para cada vecino w de
v. Queremos decir algo sobre la distribucién del numero de maximos locales. Sea N, el
entorno de v, el conjunto de los vecinos de v.

W=> X, dondeX,=1(U, > U, Yw e N,).

v=1

En este caso, las variables son dependientes. Si X, = 1, la variable U, es ‘grande’, y hace
imposible que un vecino w es también un méaximo local.

El primero problema es como construir variables X, que han la distribucion condicional
sobre X, = 1. Si X, = 1 el vértice v ya es un maximo local, no tocamos nada, y basta.
Las otras variables ya tenemos la distrubuciéon correcta. Pero, si X, = 0, significa que
existe al menos un vecino que ha un variable con tamano mas grande de U,. Toma la
variable en el entorno de v con el tamano mas grande,

Up > Uy, y € N,

y construimos el grafo G’ con las variables U, and U, intercambiados. Esta maniobra
hace v un maximo local, y deja que las otras variables tienen la distribucién correcta,
condicional de X, = 1. Se da cuenta que no hemos cambiado mucho entre G y G, no mas
que d, W& < W +d, y la distribucién esta concentrada. Vean [5] para esta construccion.

Para un otro ejemplo, decimos que tenemos n pelotas y las ponemos, cada una, en
una de m cajas, (para recordar bien, tal vez dice nelotas y majas) uniformemente y
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independiente. Sea W cuenta el numero de cajas vacias, esta es, el numero de cajas que
no tienen pelotas. Es la distribucion de W concentrada? Mas generalmente, podemos
considerar el numero de cajas que tienen d o menos pelotas,

m

W=> 1(N; <d),

i=1
donde N;,i =1,...,n cuentan cuantas pelotas hay in caja i. Toma d = 0, el caso que

m

i=1
que cuenta el numero de cajas vacias, para ilustrar el principio.

Nota que hay dependencia entre los numeros N;. Si N; es grande, es mas probable
que N; es pequena, para cada j # i. Ademas, es facil construir una no-cotada sesgo de
tamano acoplamiento. Escoge una caja I, uniformemente. Si no hay pelotas en esta caja,
N; = 0, dejalo. Si N; > 1, debemos vaciar la caja, entonces ponga todas las pelotas in
esta caja uniformemente en otras cajas. Esta nueva variable tiene la correcta distribuciéon
condicional, pero hay una probabilidad que sean muchos pelotas en la caja, y ellas son
puestas en otras cajas vacias, destruyendolos, cambiando W por mucho, y no podemos
satisfacer la desigualdad W* < W + ¢ con un constante ¢, independiente de n.

La primera truca para construir un acoplamiento acotado es de reemplazar W por
m — W, el numero de cajas non-vacias, y W es concentrada si y solo si m — W es
concentrada, invirtiendo las colas arriba y abajo. Entonces, consideramos

m

W => 1(N; #0).

=1

Elije una caja I, uniformemente. Recordamos que necesitamos arreglar las pelotas para
lograr P(-|N; # 0). Si caja I no es vacia, N; # 0, la dejamos. Si N; = 0 tenemos que hace
no vacia, para obtener la distribucén condicional sobre el evento N; # 0. Imaginamos
distribuyendo la masa probabilidad del evento {V; = 0} sobre el eventos N; = k, k >
1 para lograr esta distribucién condicional. Podemos distribuir la masa a una vez a
estes otros eventos. Pero, podemos ademas distribuirla en una maniera menos ‘cadtico’.
Primeramente, movimos toda la masa de N; = 0 a N; = 1. Pero ahora sera demasiado
masa sobre el evento NV; = 1, y tenemos demasiado cajas con una sola pelota. Entonces,
retenemos solo la masa necesaria para lograr P(N; = 1|N; # 0), y mueva el resto al evento
N; = 2, etcétera. Cada vez que movimos la masa, habra menos y menos para mover. Por
eso, al fine de todas, tenemos tener una probabilidad para mover una pelota en todos los
casos, excepto cuando la caja tiene todas las pelotas.

Ahora convertimos esta idea a una acoplmaniento. Elige una caja I y una pelota, J
en una caja diferente de I, uniformemente y independiente. Mueve pelota J de su caja a
la caja I con una probabilidad 7y, que depende en Ny,

P(N=k)(1—k/n)

P(N>KIN>0)=P(N>k) g < 1. < _ |
Ty = - =
g 0 k=n.

17



Podemos verificar que la funcién 7 decae en k. Por ejemplo, si caja [ esta vacia, Ny =0

y la formula nos da

P(N >0|N >0)—-P(N>0) 1-P(N>0) .
P(N =0) ~ P(N=0)

T =

que dice tenemos mover pelota J, haciendo la caja I no vacia. Y si ya hay una pelota,
anadimos una otra pelota con probabilidad un poquito menos de 1, y hay n pelotas, no
seria posible anadir nada, y vemos que en este caso la formula nos da m, = 0. Porque
estamos moviendo al maximo solo una pelota, no cambia mucho el valore de W, y el
acoplamiento esta cotada. Aqui tenemos

W< W +1,

porque solo podemos crear a maximo una nueva caja con una pelota non solada, en el
caso N; = 0.

Podemos usar esta técnica en otras situaciones. Por ejemplo, consideramos el grafo
de Erdés-Rényi con n vértices, y una arista conectando cada pareja de vértices distintas
con probabilidad p, independiente de todas las otras aristas. Podemos estudiar las grados
de las vértices, y preguntar, por ejemplo, si el numero W de las vértices soladas, que non
estan conectado, es concentrada. El argumento para mostrar que lo es continua sobre
las misma lineas como en el caso de pelotas en cajas. Si encontramos una vértice solada,
anadimos una arista con probabilidad 1, y en general, si la vértice tiene grado k, anadimos
una arista con probabilidad 7, una funcién decreciente en kg; vean [16], [7] para este, y
otros, ejemplos.

Hay generalizaciénes de esta técnica que obtiene concentracion usando sesgo de tamano
en sin el requerido que la acoplamiento seria sesgado, bajo la condicion, para obtener la
cota sobre la cola arriba,

PW =2+ pu/p) < exp (‘éh (%)) ’

abajo la condicién que existe p € (0,1] tal que
P(X° <X +¢X*>x)>p paracadax >0,

y con una condicién similar para la cola abajo. FEl caso de que hablamos hoy es el
caso especial de que X® < X 4 ¢ con probabilidad uno, y podemos tomar p = 1 en esta
desigualdad. Vean [I1] para el resultado, y aplicaciones sobre los auto-valores de la matriz
adyacencia de grafos ‘regular’ aleatorias.

4 Otras distribuciones, y la Dickman

Hasta ahora, hemos visto el método de Stein para el Gaussiano y la Poisson. Recuerde,
para aplicar el método debemos encontrar una ecuaciéon que caracteriza la distribucién.
No hay sola una ecuaciéon que funciona, y si tenemos una, podemos construir infinita-
mente mas, usando transformaciones. Debemos elegir una ecuacion que funciona para el
propésito. Anche no hay una algoritmica definida para producir una una ecuacién que
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funciona, una maniera para construir una ecuacién caracterstica es por la densidad p(x),
si lo, y su derivada existen y son regular. Sea p(x) > 0 sobre (—o0,00). Fécilmente, bajo
condiciones de regularidad, por ejemplo, su la comportamiento de la densidad a oo, X
ha densidad p si y solo si

p'(X)
p(X)

BIF(X)] = |

f(X )1 para cada f tal que existen estas esperanzas.

Es facile verificar esta enunciado, usando integracion por partes, porque, bajo regularidad,

e[ i) = [~ 2D foptayas

_ / " (@) f () = — / " fo)ple)ds = —E[f(X).

[e.o]

Y esta observacién nos conduce a la ecuacién de Stein

, p'(x) () —
f(x) + 0 f(x) = h(z) — E[h(X)].

En el caso Gaussiano,

1
p(z) = NG

Hay algo similar para las distribuciones discretas.

exp(—12/2), = —x, y obtenemos f'(z)—xf(x)=h(z)— E[h(X)].

Prefiero presentar algo diferente hoy, un caso interesante en cual estas formulas no nos
ayudan. Espero en esta maniera mostrar que el campo de distribuciones a las cuales el
método funciona es grande, y desconocido ya. Que es, no sabemos exactamente el ambito
en que el método funciona.

Entonces, he elegido hablar sobre la distribucion Dickman, un ejemplo un poquito
inusual, y no bien conocido. Tomamos variables By, ..., B,, con By ~ Bern(1/k), y
formamos el promedio ponderado

1 n
W= > kB (6)
k=1
Es facil ver que E[W,] =1,y
I & I &
Var(Wy) = — > KA -1/k) k= — > k(1—1/k) = 0(1).
k=1 k=1

Se piensas que la distribucién W,, seria facil expresar en una forma sencillo, trata lo. No
es. Hay una aproximacién? Es una suma de variables independiente, pero (ejercicio), no
podemos usar el teorema de limite central.

El limite es la distributién Dickman, que fue descubierto en 1930 en conexién con los
nimeros primos [I3]. Recordamos el teorema de numeros primos, deja que m(n) es el
numero de primos n o menos. Por ejemplo,

7m(12) =5 contando los numeros 2,3,5,7 y 11.
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Entonces
m(x) ~ x/log .

Pero, ademas estamos interesados en los tamanos de las factores de niimeros compuestos.
Para x y y sea ®(x,y) el numero de enteros menos que z que son compuestos de factores
primos menos o igual a y; numeros con factores primos ‘pequenas’. Por ejemplo

®(12,3) =7 contando los siete numeros 2, 3,4,6,8,9,12
Y tenemos el teorma
®(z,2Y?) = zp(a) + O(x/ log z),
donde p, la funciéon Dickman, satisface la ecuacion diferencial con retardo
up'(u) + p(u —1) =0, con la condicién de contorno p(u) =1 por 0 < u < 1.

Y la variable D tiene la densidad hecho por rescalando p para hacerla una densidad.

Nuestro objetivo hoy sera un cota por la aproximacién de la variable W,, en @ por
D. Pero primera, da una ojeada sobre un problema, relacionado pero mas dificil, en el
teoria de numeros aleatorios. La pregunta es: si elegimos un numero aleatoriamente,
podemos decir algo sobre la factorizacién en un producto de nimeros primos? Dejan
una enumeracion de los nimeros primos, p; < ps < ..., por ejemplo p; = 2,p; = 3.
Supongamos que elegimos un numero M, in 2,, los numeros cuyas mas grande factor
prima es no mas que p,, con la probabilidad II,,, donde

1
P(M, =m) = p— lo que es, proporcional a 1/m.

Ahora, consideramos el logaritmico de M,,, rescalando apropiadamente,

log M,
S, = —8n,
log
Tenemos
, o C
Sn — D pero, con el método, podemos decir mas:  dy 1(Sy, D) < ] ,
ogn

donde, con a, 3 positivo,

Hap = {h: h € Lip,, h' € Lipg},

dl,l(Xay) = Sup |Eh(X) _Eh<y)|7

h€7'l1,1
el métrico Wasserstein 2.

Tal vez es sorprendente, pero podemos representar la distribucion de M,, en un otra
maniera. Escribimos X ~ Geom(p) cuando P(X =m) = p(1 — p)™, m > 0. Entonces

M, =4 prk con Xy ~ Geom(1l —1/p;) vy independiente.
k=1
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El método empieza con una ecuacion que caracteriza la distribucion, que en el caso de
gaussiano es

E[f'(z) — zf(z)] = 0,
o con una transformacion de cual la distribucién es un punto fijo, en el caso de gaussiano,
X — X* donde X* satisface o*E[f'(X*)] = E[X f(X)].

Para el Dickman, tenemos al meno dos ecuaciones caracteristicas. Pero el método usando
la densidad es inutil, porque no podemos esribir p'(u)/p(u) explcitamente.

Sin embargo, una de las ecuaciones caracteristicas es una ecuacién integral, (voy a
llamarla la ecuacién g)

1 €T
Elg(X) — Ax+19] =0 donde A,h= —/ h(u)du el operador integral de media
0

i

que nos lleva a la ecuacién
9(x) = Awrg = h(z) — E[W(D)]
y otra una ecuacién diferencial con anticipo (llamada la ecuacién f),
EIXf(X) + f(X) = (X +1)] = h(z) = E[R(D)].

Sin perdiendo generalidad, por reemplazando h(x) — E[h(D)], podemos suponer que
E[h(D)] = 0.

Mas comprensible, es la transformacion
X —- X" donde X*=U(X+1) dondeU ~ U[0,1], independiente de W,

que tiene D como el unico punto fijo, que es, W ~ D si y solo si W* =; W. Cuando
comparamos los casos normal y el Dickman, una, el gaussiano, tiene una densidad sencillo
y una transformacién complicada y la otra, el Dickman, el contrario.

Obtenemos la cota, sin el uso del método de Stein, hay una maniera mas directa,
di (W, D) < 2dy (W, W™).

Podemos usar esta cota en las situaciones en cual podemos construir un acoplamiento de
Wy W+,

Los dos ecuaciones son relacionadas, si g es la solucién de la ecuacién integral, f(z) =
A,g resuelve la otra. Parece que no es posible encontrar la solucién de la ecuacién g en
una maniera facil, pero podemos escribir una solucién como una serie infinito

g(z) =Y A h donde AP =h, ATIR = A, (ALR),n > 0.

n>0

Tenemos

9() = Avag = Y AR =Y AT = AT = hx)

n>0 n>1
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De esta observacién, podemos demostrar que cuando h € Lip; con E[h(D)] = 0, tenemos
la solucién g € Lip,. Ahora, usando f = A,g, obtenemos que para cada h € H;; con
E[n(D)] =0,

/<1 and [If"] < 1/2.

que podemos usar para obtener cotas en el metrico Wasserstein 2.

Regresamos a la suma arriba,
1 n
W, = — kB donde By~ B 1/k),
nZ r donde B ern(1/k)

y recordamos la ecuacién de Stein para el Dickman, en la forma f,
vf'(z) — flz +1) = f(z) = h(z) — E[h(D)],
y sustituimos W,, por z, y tomamos la media, dando,
EWof' (Wa) = f(Wo +1) = f(Wa)] = E[A(W,)] — E[h(D)].
Deja que

k
Wi =W, — =B,
n

y para el primero término de la ecuacion, tenemos
Zkka ZE kB f' ’“>+k3k
n
:—ZE kf’ ’f>+ P(By=1) = ZE b
n
Entonces, el lado izquierda es
Loy (o
> () f (Wy + 1)
e
k: k
i)
n n
( Zf(WJr ) /fW+u )
Para la esperanza del primero término, usando || f”|| < 1/2, obtenemos la cota
1" oo < ) IRrIL 1
n ; Wa W|_2n; noF 2n
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Y para el segundo, usando la misma cota sobre la segunda derivada, tenemos

du

Combinando estas dos cotas,
3
[BIR(W,)] - ER(D)]| < +
n
Y tomando el supremo sobre H; ; y recordando la definicién de d;; tenemos la cota

3
D)< —.
dl,l(Wn7 ) = 4n

Regresando al problema de la factorizacién de ntimeros aleatorias, para este, usamos
una otra caracterizaciéon de D, que dice D es la unica variable que satiface

D=4 D+ U,

con U ~ U[0,1], independiente de D. Entonces, dada W, si podemos construir una
acoplamiento (W* W + T') donde W* tiene la distribucién sesgo de tamano de W, y
la distribucién de T esta cerca de U[0,1] con U independiente de W, debe ser que la
distribucién de W esta cerca de D. Aqui esta un teorema que hace esta idea mas preciso:
Teorema 4.1. Dada W una variable no negativo con media p y varianza finito y no cero.
St existe una variable T' que satisface W +T > 0 con probabilidad uno, y

EWo(W)] = pE[p(W +T)]+ Ry for all ¢ € Lip, .

entonces

1
di1(W, D) < |,u—1|—|— 1nf E|T Ul+ sup |Ry
2, ¢€Lipy 2

donde el infimo es tomado sobre todas las parejas (T, U) construidos sobre el mismo es-
pacio como W, con U y W independientes.

En nuestro caso, tenemos

log M,
W, = X;1 i
log pn, log Z o8 (p)

Para el medio, encontramos que

1 log(pr)
.= E[W,] = .
g 7 log(pn) ; pe—1
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Podemos aplicar la recete usual para construir W, que es, eligiendo una variable I €
{1,...,n} con la probabilidad P(I = k) en proporcién a la media del sumando k, que
significa

N log(px) - n
P =k) = o for ke (1)

con [ independiente de W,,.

Usando la receta, tenemos
EWa(Wa)] = i E[¢(Wo + To)] + R,

con una largo expresiéon para 2, 4 que no consideramos hoy, y

_ los(pr) and un—le( L )

T —
" log(pn) log n

Al fine de cuentos, podemos demonstrar que

mn—m:0(]')

logn

U ~ U0, 1] independiente de W,,, usando resultados del teoria de numeros como el teorema
de numeros primos 7(n) ~ n/logn. Con esta, obtenemos la cota

di1(W,, D) = O(1/logn).

Para més informacién, vean [8], [12], [13], [15], [I8], [19] y [20].
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